IUFM Art, L — ÉTUDE D'UN ENDOMORPHISME DE L'ESPACE DES POLYNÔMES RÉELS. 
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Soit @ l'application qui, à un polynôme réel P, fait correspondre le polynôme (P) défini par la 
relation 


p(P){X) = P(X + 1) + P(X). 


1° Vérifier brièvement que @ est un endomorphisme de l'espace des polynômes réels R{X] et 
déterminer la seule valeur propre de @. Déterminer le sous-espace propre associé E. 


2° a) Déterminer le noyau de l'application @. Peut-on en conclure que west un automorphisme 
de R{[X]? 

b) Démontrer que l'espace vectoriel R,{X] des polynômes réels de degré inférieur ou égal à n 
est stable par +. 

Montrer que la restriction æ, de @ à R,{X] est un automorphisme. 


c) Démontrer que @ est un automorphisme de R{X)]. 


3° a) Démontrer que R[X] est égal à la somme directe du sous-espace vectoriel E et du sous- 
espace vectoriel XR{X], ensemble des polynômes égaux aux produits du polynôme X et d’un polynôme 
quelconque de R{X]. 


b) Démontrer que la restriction de @ — 21d à XR{X] est une application injective. En déduire 
que la restriction de @ — 2Id à XR,-,{X] est une application bijective à valeurs dans R,-,[X]. 
Donner une inégalité entre le degré du polynôme P et celui du polynôme (p — 2 Id) (P). 


c) En déduire qu'il existe une suite de polynômes {U,), n = 0,1,2,..., vérifiant les relations 
U, = 1. 
Pour tout n entier, n > 1 


U,{0) = 0,  UAX + 1) = U,(X) + U,_,(X). 


Préciser le degré de U, et le terme dominant. 


d) Soit n et p deux entiers naturels tels que p + 1 < n. Calculer U,{(p). En déduire l'expression 
du polynôme U,. Vérifier que la suite (U,), n =-0,1,2,... est une base de R{X]. 


4° Déterminer la matrice de la restriction de l'application & à R,{[X], muni de la base (U,), 
k =, 1, 


IL. — DÉFINITION ET PROPRIÉTÉS D'UNE SÉRIE DE POLYNÔMES P,. 


1° En utilisant par exemple les résultats établis dans la première partie, prouver l'existence et 
l'unicité d’une suite de polynômes {P,), n = 0,1,2,..., de R[X] telle que l’image par @ de P, est 
le polynôme 2X”. Préciser le degré de P,<t son terme dominant. Calculer P,, P,, P,. Comparer P,(0) 
et P,(1). 


a) Démontrer pour tout entier naturel n et tout réel x, P,(1 — x) = (— 1)"P, (x). 


; 1! 
Æn déduire les valeurs de P,:(0), P.,,(1) et ref) 
b) DémontrŸHur tout entier n, n > 1, P, = nP,- ,- Calculer P,,P,, Ps. 
c) Dresser le tableau des variations des restrictions des fonctions polynômes P, à l'intervalle [0, 1] 
{on pourra utiliser une récurrence sur n). 


3° Démontrer que pour tout entier naturel n et pour tout couple de réels (x, y), on a la relation 


PAx-+.y) = S-C'P.-:(x)y. 


k=0 


C; est le coefficient binomial ; on pose p, = Ve établir la relation de récurrence 
n-1 
Pa Le L cattn) 


4° Développement en série trigonométrique des fonctions polynômes P, sur l'intervalle [0, 1]. 
a) Soit g la fonction périodique de période égale à 2, paire, prenant mêmes valeurs que P, sur 
l'intervalle {0, 1]. Développer g en série de Fourier, en déduire les valeurs des sommes des séries S, et 
2 
= l 20 | 
Sam =; _ 
; 2 (2n + 1)’ Fe n° 


b) Établir, pour tout x de l'intervalle ” 1}, et tout entier k, k > 1, les relations 


cos (2n + 1)xx 


Pas) = (= D Q  D1 SEC Ds 


Préciser la convergence des séries considérées : en déduire pour tout x de l'intervalle [0,1] et tout 
entier naturel, l'inégalité 


n! 
EE — . 
IP, (x)| a: 2x"! 


AG 9 


5° Établir pour tout entier naturel l'encadrement 
1 < > a <1 + LEP “ 
fps cg | Éd 2(2n-4) 
En déduire un équivalent simple de p, lorsque n tend vers l'infini. 
6° Établir l'inégalité vérifiée pour tout réel x et tout entier naturel n: 


IP, ds — n- ri] 


z 
IIT. — Deux MÉTHODES POUR OBTENIR LA SÉRIE ENTIÈRE DONT LA SOMME EST if). 


1° a) Soit z un nombre complexe donné 1z| < x; soit la série de fonctions de terme général 


x P,(x) — Établir que cette série de fonctions est convergente pour toute valeur réelle de x; on 
n! : 


notera 6 la fonction somme de la série 
x z" 
0(x) = Y P.(x) — 
ns0 n 


b) Soit a un réel strictement positif ; établir que la fonction 6 est continüment dérivable dans 
l'intervalle [— a, + a] et vérifie une équation difiérentielle. 

Comparer 6(0) et 6(1) et déterminer 8(x). 
2° Soit D, le disque ouvert du plan complexe de centre O et de rayon x. 
a) Quel est le rayon de convergence de la série entière de terme général 

-2n+1 

£ 

Pont! 

b) En comparant les deux expressions de 8(1) obtenues, déterminer la série entière dont la somme 


est égale, pour tout nombre complexe z du disque D,, à th 


c) En déduire une expression du développement en série entière de tan z, développement valable 


A re ; 
pour tout nombre complexe z de module inférieur à: 


Retrouver à l’aide de cette expression, les trois premiers termes différents de zéro du développement 
limité de la fonction tan en O. 


3° a) Soit n.un entier, n > 1; soit f une fonction à valeurs complexes définie sur [0,1] de 
classe C?"*. 
Établir la relation 


[ Pons 1() SEP) dt = p,(f (0) + FE) + 2n(2n + D f Pon-1(0) JE" 40 de. 


En déduire l'égalité 


: = 2k) (24) _ 1 3 Cn+1) 
[roa ren LA Aou) mere | Pane1(0 JV) dr. 


k=0 


b) Soit n un entier, n > 1; soit f une fonction à valeurs complexes définie sur [0, 1] de classe C?". 
Démontrer qu'il cxiste Zara) 8 e-y de l'intervalle [0, 1] tel que 


5 1 Gin n 
froû- Eai0"o + mu + LT (Re EE +1 on pÈD) 


4 Retrouver à l’aide des résultats précédents et de la Le. time la série entière dont la 


somme dans le disque D, est th 


DTM 
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A H ; 
€ se MAT : Soit w l'application qui, à un polynôme réel P, fait correspondre le polynôme w(P) défini par la 
APaèbre -Qtom, relation 
NES p(P)(X) = P(X + 1) + P(X). 


1° Vérifier brièvement que @ est un endomorphisme de l’espace des polynômes réels R{X] et 
déterminer la seule valeur propre de @. Déterminer le sous-espace propre associé E. 


2° a) Déterminer te noyau de l’application @. Peut-on en conclure que @ est un automorphisme 
de R{(X]? 


b) Démontrer que l'espace vectoriel R,{X] des polynômes réels de degré inférieur ou égal à n 
est stable -par +. 
Montrer que la restriction @, de @ à R,{X] est un automorphisme. 


c) Démontrer -que @ est un automorphisme de R{X)]. 
3° a) Démontrer que R{X] est égal à la somme directe du sous-espace vectoriel £ et du sous- 


espace vectoriel XR[X], ensemble des polynômes égaux aux produits du polynôme X et d’un polynôme 
quelconque de R{X]. 


b) Démontrer que la restriction de @ — 21d à XR{X]j-est une application injective. En déduire 
que la restriction de @ — 21d à XR,-,[X] est une application bijective à valeurs dans R,-,{X]. 
Donner une inégalité -entre le degré du polynôme P et celui du polynôme (p — 2 Id) (P). 


c) En déduire qu’il existe une suite de polynômes {U,), n = 0,1,2,..., vérifiant les relations 
U, = 1. 
Pour tout n entier, n > 1 
U, (0) = 0, U;A(X + 1) = U,(X) + U,-,(X). 
Préciser le degré de -U, et le terme dominant. 


d) Soit n et p deux entiers naturels tels que p + 1 < n. Calculer U,(p). En déduire l'expression 
du polynôme Ü,. Vérifier que la suite (U,), n = 0,1,2,... est une base de R{X]. 


4° Déterminer la matrice de la restriction de l'application @ à R,{X], muni de la base (U,), 
k=0,1,....n. 


LI. — DÉFINITION ET PROPRIÉTÉS D'UNE SÉRIE DE POLYNÔMES P,. 


1° En utilisant par exemple les résultats établis dans da première partie, prouver l'existence et 
l'unicité d’une suite &e polynômes {P,), n = 0,1,2,..., de R[X] telle que l’image par @ de P, est 
ke polynôme 2X". Préciser le degré de P,et son terme dominant. Calculer P,, P,, P,. Comparer P,(0) 
et P,(1). 


2° a) Démontrer pour tout entier naturel n et tout réel x, P,{1 — x) = (— 1)"P,(x). 


- il 
En déduire ies valeurs de P,,(0), P.,(1) et Pa. {5) 


ue, . 
b) DémontréŸpôur tout entier n,n > 1, P, = nP,-;. Calculer P,, P,, Ps. 


c) Dresser le tableau des variations des restrictions des fonctions polynômes P, à l'intervalle [0, 1] 
{on pourra utiliser une récurrence sur n). 


3° Démontrer que pour tout entier naturel n et pour iout couple de réels (x, y), on a la relation 


P,Cx + }) = S- CP, -(x)y". 


k=0 


À 
C* est le coefficient binomial ; on pose p, = P,,.,(1) ; établir la relation de récurrence 
X je. da 
Ÿ Ps = {1 - E cat): 
NS k=0 
î 4° Développement en série trigonométrique des fonctions polynômes P, sur l'intervalle [0, 1]. 
À, 
N a) Soit g la fonction périodique de période égale à 2, paire, prenant mêmes valeurs que P, sur 
ù l'intervalle {0, 1]. Développer g en série de Fourier, en déduire les valeurs des sommes des séries S, et 
S, : 
s 1 2) | 
S = ——— , = — 
! 2 Gn + 1)? S2 À y 


b) Établir, pour tout x de l'intervalle [0, 1], et tout entier k, k > 1, les relations 


Le] 


Par) = (= RO — IT 


cos (2n + Dax. 
(2n + 1)* 


Préciser la convergence des séries considérées : en déduire pour tout x de l'intervalle [0,1] et tout 
entier naturel, l'inégalité 


n 
P £< —= 
IPOI < > 


5° Établir pour tout entier naturel l'encadrement 


es il 1 
1 < © 1 + ——— . 
2 + 2(2n-4) 
En déduire un équivalent simple de p, lorsque n tend vers l'infini. 


6° Établir l'inégalité vérifiée pour tout réel x et tout entier naturel n: 


n'e**i 
IP,(x À 
( N< n" n- 1 ® 
FA 
III. — Deux MÉTHODES POUR OBTENIR LA SÉRIE ENTIÈRE DONT LA SOMME EST (5) 


1° a) Soit z un nombre complexe donné Iz| < x; soit la série de fonctions de terme général 


n 


z £. : : 5 z : 
x PE Établir que cette série de fonctions est convergente pour toute valeur réelle de x; on 
n L| . 


notera 6 la fonction somme de la série 
x z" 
8(x) = Z P,(x) — 
n-0 n 


b) Soit a un réel strictement positif ; établir que la fonction 8 est continûment dérivable dans 
l'intervalle [ — a, + a] et vérifie une équation différentielle. 

Comparer 6(0) et 6(1) et déterminer 6(x). 

2° Soit D, le disque ouvert du plan complexe de centre O et de rayon x. 

a) Quel est le rayon de convergence de la série entière de terme général 


2n +] 
pote? 
"(2n +1)! 
b) En comparant les deux expressions de 8(1) obtenues, déterminer la série entière dont la somme 


est égale, pour tout nombre complexe z du disque D,, à th 6) 


c) En déduire une expression du développement en série entière de tan z, développement valable 


PE ,T 
pour tout nombre complexe z de module inférieur à 


Retrouver à l’aide de cette expression, les trois premiers termes différents de zéro du développement 
limité de la fonction tan en ©. 


3° a) Soit n un entier, n > 1; soit f une fonction à valeurs complexes définie sur [0,1] de 
classe C*"*". 
Établir la relation 


[ Pons 100) JT dt = p,U (0) + FE"(L) + 2n(2n +  [ Pan-1(0) f 77 °(0 dr. 
En déduire l'égalité 
; = . Pa (24 et) mi 1 + C2n+1) 
[ro 2 + DV "OP 5] Pare (0) (0) de. 


k=0 


b) Soit n un entier, n > 1; soit f une fonction à valeurs complexes définie sur {[0, 1] de classe C*”". 
Démontrer qu'il one Et de l'intervalle [0, 1] tel que 


[ S(r) dr = 0" + 89) + —— (Rae t (D) +i Den £° eD) 


(2n a 
4° Retrouver à l’aide des résultats précédents et de la fonction t+ e* la série entière dont la 


somme dans le disque D, est th 
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